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La (n + 1)-esima somma parziale della serie (E) e`
sn+1 = 1 + x +
x2
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Per terminare la dimostrazione dobbiamo far vedere la disuguaglianza
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Dalla (e) segue l’importante Teorema di Eulero
Teorema






















































(n + 1)(n + 2)




























(n + 1)(n + 2)








































(n + 1)(n + 2)
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L’ultima espressione fra parentesi quadre e` una serie geometrica di
primo termine 1 e ragione
1
n
dunque sommando tale serie si ottiene
la maggiorazione, valida per ogni n ≥ 2















in cui m ed n sono interi positivi. Dalla relazione (d) si trova
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moltiplicando per quest’ultima per n! otteniamo:















































































































il cui termine generale e` definito da
























































































































[x + (−x)]n = 0
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[x + (−x)]n = 0
Mentre per n = 0 e` c0 = 1× 1 = 1 il che prova quanto asserito
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Concludiamo con l’estensione della funzione esponenziale ai reali ne-
gativi.
Teorema
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Dimostrazione Sia x < 0. Per quanto abbiamo appena provato
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)n = 1e−x = ex
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Ci serviremo ancora del prodotto di due serie. Si ha
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dove, se n = 0 si ha c0 = 1× 1 = 1 e se n ≥ 1 si ha
cn =
n∑
k=0
xk
k!
× y
n−k
(n− k)! =
n∑
k=0
xkyn−k
k!(n− k)!
=
1
n!
n∑
k=0
n!
k!(n− k)!x
kyn−k =
1
n!
n∑
k=0
(
n
k
)
xkyn−k =
(x + y)n
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